PBPC PBPC

% ISSN 2674-9432 ISSN 2674-9432

’3,\_//

lis A3 »— DOI - Crossref aty Indexado no
CAPES % lJ(lLH](ieX Go gle Académico

A FUNCAO ZETA DE RIEMANN COMO FERRAMENTA DE
REGULARIZACAO E ANALISE ESPECTRAL NA MECANICA
QUANTICA

Cleomacio Miguel da Silva, Séstenes Rénmel da Cruz, Livia de Souza Alexandre, Carlos
Eduardo de Oliveira Costa, Crescéncio Andrade Silva Filho

l:l https://doi.org/10.36557/2674-9432.2026v5n3p1070-1087
Artigo recebido em 14 de Margo e publicado em 14 de Maio de 2026

ARTIGO ORIGINAL

RESUMO

Este artigo discute sete situagdes relevantes em que a fun¢do zeta de Riemann aparece
de forma significativa na Mecanica Quantica e na Fisica Matematica. Entre elas,
destacam-se a andlise da energia de Casimir por meio de regularizagao analitica, o
estudo da integral de Planck e da constante de Stefan—Boltzmann a partir da relacao
envolvendo as fung¢des gama e zeta, bem como o comportamento do gas de Bose ideal,
especialmente no que se refere ao limiar de condensagdo associado ao valor {(3/2).
Também s3o examinadas as integrais de Fermi—Dirac, nas quais surge um fator
caracteristico dependente da funcdo zeta, além da definicdo de determinantes
funcionais em nivel de um laco por meio da derivada da zeta espectral. O trabalho
aborda ainda a relacdo entre o formalismo do heat kernel, suas expansdes assintéticas
e a funcdo zeta, e, por fim, discute possiveis conexdes entre os zeros nao triviais da zeta
e modelos espectrais associados ao caos quantico. Em todos esses casos, sdo
apresentados os principais desenvolvimentos analiticos, acompanhados de resultados
numeéricos que ajudam a visualizar o comportamento das funcdes e a convergéncia das
expressoes envolvidas.

Palavras-chave: Regularizacdo analitica; Somas divergentes; Determinante funcional;
Heat kernel; Integrais quanticas; Caos quantico; Fung¢bes espectrais.
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ABSTRACT

This article discusses seven significant contexts in which the Riemann zeta function
emerges prominently in Quantum Mechanics and Mathematical Physics. Among these,
particular emphasis is placed on the analysis of the Casimir energy through analytic
regularization, the study of the Planck integral and the Stefan-Boltzmann constant via
the relation involving the gamma and zeta functions, as well as the behavior of the ideal
Bose gas, especially with regard to the condensation threshold associated with the value
((3/2). The article also examines the Fermi-Dirac integrals, in which a characteristic
factor depending on the zeta function naturally arises, in addition to the definition of
one-loop functional determinants through the derivative of the spectral zeta function.
Furthermore, the work explores the relationship between the heat kernel formalism, its
asymptotic expansions, and the zeta function, and finally discusses possible connections
between the nontrivial zeros of the zeta function and spectral models associated with
guantum chaos. In all these cases, the principal analytical developments are presented
together with numerical results that help illustrate the behavior of the functions and the
convergence properties of the expressions involved.

Keywords: Analytic Regularization; Divergent Series; Functional Determinant; Heat
Kernel; Quantum Integrals; Quantum Chaos; Spectral Functions.
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1 INTRODUCAO

A fungdo zeta de Riemann, definida inicialmente por {(s) = Y-, n"° para
R(s) > 1, ocupa uma posicdo singular na interface entre Andlise Complexa, Teoria
Espectral e Fisica Matemadtica, pois a sua continuacdo analitica e as identidades
funcionais associadas permitem reescrever, e, em muitos casos, atribuir significado
finito a somas e produtos formalmente divergentes que surgem de maneira recorrente
em problemas quanticos. Em Mecanica Quantica (MQ) e, sobretudo, em suas extensdes
naturais (estatistica quantica, teoria quantica de campos em espagco-tempo curvo,
métodos semiclassicamente espectrais), a zeta aparece tanto como objeto estrutural
(fechando integrais térmicas universais) quanto como ferramenta de regularizagdo
(definindo energias de vacuo e determinantes funcionais). Essa dupla natureza torna a

III

funcdo zeta um “operador conceitual” que conecta quantizagdo, espectros e
renormalizacdo por um mesmo principio: a passagem de expressdes divergentes para
quantidades renormalizadas via prolongamento analitico (Hawking, 1977; Kirsten, 2001;
Elizalde et al., 1994).

Do ponto de vista fisico, um dos contextos mais emblematicos é o das flutuacdes
do vacuo. Ao quantizar campos (ou mesmo osciladores harmonicos efetivos) em

presenca de condi¢des de contorno, o espectro de frequéncias {w, } passa a depender

da geometria e das fronteiras, e a energia de ponto-zero assume a forma formalmente

. h . ~ . P
divergente EOZEann- A regularizagdo-zeta introduz uma familia E(s) =

h _ . _
E,uzs an}l 25 (ou, de modo equivalente, uma zeta espectral {5 (s) = X, 4;° para um

operador eliptico D com autovalores 1,,), e define-se o valor fisico por continuagdo
analitica até pontos em que a soma original diverge (Hawking, 1977; Kirsten, 2001). Essa
estratégia é especialmente eficaz na analise do efeito Casimir, onde a forca observavel
decorre precisamente da diferenca entre espectros de vacuo em configuracdes
distintas. Trabalhos recentes continuam explorando e refinando leituras espectrais e
regularizacdes analiticas para energias e forcas tipo Casimir em geometrias e modelos
variados, inclusive em cenarios de “Casimir critico” e desordem, nos quais técnicas de
zeta (incluindo variantes “espectrais” e “distribucionais”) sdo empregadas para
controlar determinantes e energias efetivas (Heymans et al., 2024).

Em paralelo, a funcdo zeta surge de forma “positiva” e universal em integrais
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térmicas que estruturam a estatistica quantica. Identidades do tipo

oo
s—1

e*—1

dx = T(s){(s)

(o]
s—1

7 dx = (1=2II() )

mostram que {(s) codifica, de maneira compacta, contribuigdes de bdsons e férmions
a grandezas termodinamicas, energias internas e pressdes, além de fornecer o
fechamento analitico de integrais presentes em leis de radiacao e em limites assintéticos
(Krisciunas, 2018). No gdas de Bose ideal, por exemplo, o aparecimento de {(3/2)no
limite z > 17 (via polilogaritmos Liz,(z)) oferece uma ligacdo direta entre a estrutura
analitica da zeta e o limiar de condensacao (Kirsten, 2001), reforcando que a presenca
de {(s)na MQ ndo se limita a “consertar” divergéncias: ela também organiza a fisica de
regimes coletivos e de excitacdes.

Além das energias de vacuo e integrais térmicas, a regularizacdo-zeta é central
na definicido de determinantes funcionais, que aparecem de modo inevitavel em
integrais de caminho gaussianas e correcdes de um-laco. A proposta classica de definir

det D por
det(D): = exp[—{p(0)]

transforma um produto infinito sobre autovalores em um objeto bem definido por
derivada da funcdo zeta no zero (Hawking, 1977; Kirsten, 2001). O interesse
contemporaneo por determinantes zeta-regularizados permanece forte e aparece, por
exemplo, em estudos matematico-fisicos recentes sobre determinantes do Laplaciano
em dominios poligonais e condi¢cdes de contorno de Dirichlet, onde a comparacdo entre
determinantes discretos e zeta-regularizados ilumina aspectos de aproximacdes
numeéricas e de dependéncia geométrica (Greenblatt, 2021; Greenblatt, 2023). Em
direcdo semelhante, trabalhos atuais investigam a continuagdo analitica e propriedades

finas de zetas espectrais associadas a classes amplas de operadores (por exemplo,
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Sturm-Liouville), oferecendo métodos unificados para calcular valores em inteiros
positivos e obter expressdes explicitas de determinantes funcionais (Fucci et al., 2024),
bem como extensdes recentes que tratam casos quasi-regulares com novas estruturas
analiticas (Fucci; Kirsten; Zerbini, 2024).

Essa ponte entre espectro e quantizagdo torna natural a ligagdo entre zetas

espectrais e o heat kernel. A relagao

9= [ e

mostra que a estrutura de polos e residuos de {,(s) é controlada pela expansdo
assintética do traco do heat kernel em t — 0%, onde coeficientes geométricos (e de
contorno) governam divergéncias ultravioleta e contratermos de renormalizagdo
(Kirsten, 2001; Fucci; Kirsten; Zerbini, 2024). Assim, a zeta fornece um arcabouco
robusto para discutir, em linguagem unificada, renormalizacado espectral, aces efetivas
e energias de vacuo, com um formalismo que é ao mesmo tempo analiticamente
transparente e tecnicamente produtivo.

Nos desenvolvimentos mais recentes, observa-se também uma ampliacdo das
conexdes conceituais entre energia de vacuo e informagdo quantica. Um exemplo
notdvel é a interpretacdo proposta para o Casimir em termos de entropia quantica
associada as flutuacgdes relevantes, sugerindo leituras novas para a energia de Casimir
como medida de “conteddo quéantico” do vacuo (Flachi; Quinta, 2025). Ainda que essas
leituras ndo substituam o formalismo espectral cldssico, elas indicam como a
regularizacdo-zeta continua fértil como linguagem de sintese, capaz de dialogar com
temas contemporaneos (informacdo quantica, sistemas efetivos, geometrias singulares)
sem abandonar o rigor analitico.

Por fim, ha um eixo de investigacdo, muitas vezes classificado como “fronteira”
entre MQ, teoria espectral e teoria dos numeros, que relaciona estatisticas de niveis em
sistemas cadticos, matrizes aleatdrias e propriedades dos zeros ndo triviais de {(s). A
ideia de uma origem espectral para os zeros, sob inspiracdo do programa de Hilbert—
Pélya, encontra paralelos no estudo de caos quantico e em modelos semiclassicamente
motivados; embora ndo seja um resultado “fechado” no sentido de teorema fisico,

constitui um campo ativo em que técnicas espectrais e estatisticas de espacamentos de
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niveis sdo continuamente refinadas (Bogomolny, 2006; Tian et al., 2024). Nesse
contexto, a presenca da funcdo zeta nao se reduz a regularizagdo: ela atua como
“objeto-alvo” cujas regularidades estatisticas podem refletir principios de
universalidade tipicos de espectros quanticos.

Diante desse panorama, o presente artigo se propde a sistematizar, com énfase
em MQ e Fisica Matematica, como a fun¢do zeta de Riemann (e suas extensdes
espectrais) intervém em problemas quanticos por meio de: (i) regularizacdo de energias
de vécuo e forgas; (ii) fechamento de integrais térmicas bdson-férmion; (iii) definicao de
determinantes funcionais e ag¢des efetivas; (iv) formalismo heat-kernel/zeta para
estrutura ultravioleta; e (v) conexdes espectrais ligadas a caos quantico. Ao organizar
essas aparicoes sob um mesmo eixo analitico, busca-se evidenciar ndo apenas
resultados especificos, mas também o mecanismo matematico comum que torna a
funcdo zeta uma ferramenta de alto poder explicativo na linguagem contemporanea da

Mecanica Quantica.

2 METODOLOGIA

Formulagdo analitica: em cada aplicacdo, parte-se de uma soma/integral quantica
padrdo (energia de vacuo, numero de particulas, integral térmica, determinante
funcional etc.) e reescreve-se o objeto em termos de {(s)(ou de fungdes préximas,

como polilogaritmos e zetas espectrais).

Regularizagdo-zeta (quando necessario): define-se uma funcdo zeta associada (por
exemplo, {5(s) = YA;;°) e usa-se continuagdo analitica para avaliar o objeto em um

ponto onde a expressdo formal diverge, tipicamente via {4 (0)e {4(0).

Valida¢ao numérica e graficos: cada resultado é ilustrado por uma figura (curvas de
dependéncia, convergéncia de integral, aproximacao ao limite z — 17, crescimento de

sequéncias, etc.).
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3 RESULTADOS e DISCUSSAO

Os resultados numéricos e graficos apresentados nas Figuras 1 a 8 corroboram,
de maneira consistente, o papel central da funcdo zeta de Riemann como ferramenta
analitica e espectral em diferentes contextos da Mecanica Quantica. Em conjunto, as
figuras ilustram tanto a func¢do regularizadora da zeta, aplicada a somas divergentes,
qguanto a sua funcdo estrutural, ao emergir naturalmente em integrais térmicas e

distribuicGes estatisticas quanticas.

Figura 1. Energia de Casimir (regularizacdo via {(-3)).
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Figura 2. Integrando de Planck.
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Figura 3. Convergéncia da integral de Planck.

Convergéncia da integral de Planck para n™~4/15
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Figura 4. Aproximacdo de g_{3/2}(z) a ¢(3/2) no limite z=>1".
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Figura 5. Integrandos de integrais de Fermi-Dirac ligados a {(s).
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Figura 6. Determinante (regulariza¢cdo-zeta) do Laplaciano em [0, L] (Dirichlet).
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Figura 7. Termo lider do traco do heat kernel (d=1), base para TA(s).
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Figura 8. Partes imaginarias dos 50 primeiros zeros nao triviais (candidatos a espectro)

Partes imaginarias dos 50 primeiros zeros nao triviais (candidatos a espectro)
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A Figura 1, que apresenta a dependéncia da energia de Casimir por unidade de
area em fungdo da separag¢dao a entre placas paralelas, evidencia o carater nao
perturbativo da energia de vacuo. A queda rédpida da energia para separacdes pequenas,
com comportamento assintético proporcional a a™3, estd em pleno acordo com a
expressao analitica

E w?

A~ 720a3’

cujo coeficiente numérico é diretamente ligado ao valor regularizado {(—3) =
1/120. A Figura 1 demonstra que a regularizagdo-zeta ndao é apenas um artificio
matematico, mas produz uma grandeza fisicamente mensuravel, reforcando a
interpretacdo espectral da energia de ponto-zero associada as condi¢des de contorno
impostas ao campo quantico.

As Figuras 2 e 3, analisadas em conjunto, ilustram o papel construtivo da funcao
zeta de Riemann em integrais térmicas. A Figura 2 mostra que o integrando x3/(ex —

1)apresenta um maximo bem definido, indicando que a contribuicdo dominante para a
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energia radiada provém de uma faixa intermediaria de frequéncias. J& a Figura 3
evidencia a convergéncia suave da integral acumulada para o valor exato m*/15,
confirmando numericamente a identidade

[0e]

3

X

Esse resultado reforca que a funcdo zeta ndo atua apenas como regularizadora
de divergéncias, mas surge como elemento intrinseco a estrutura da estatistica quantica
bosonica, governando a dependéncia em temperatura da radiacdo de corpo negro.

Na Figura 4, observa-se o comportamento da fungdo de Bose g3(z) = Liz(z)a
2 2

medida que a fugacidade z se aproxima da unidade. A tendéncia clara da curva em
o a 3 . . s ~ .
direcdo ao valor C(E) confirma numericamente o critério de condensacdo do gds de

Bose ideal. Esse resultado é particularmente relevante porque evidencia que a zeta de
Riemann aparece como limite critico de uma funcdo polilogaritmica associada ao
numero de estados ocupados. Diferentemente do caso do Casimir, aqui a zeta ndo
regulariza uma divergéncia, mas define um limiar fisico, reforcando sua dupla funcdo no
formalismo quantico.

A Figura 5 apresenta os integrandos das integrais de Fermi—Dirac para diferentes
valores do parametro s. Observa-se que, a medida que s aumenta, o pico do integrando
desloca-se para valores maiores de x e a curva torna-se mais larga, indicando maior peso
de excita¢bes de alta energia. A concordancia numérica entre as integrais avaliadas e a

expressao analitica

xS—l

Ty = (1=2'7)r(s){(s)

confirma que a funcdo zeta de Riemann também governa, de forma sistematica,
correcdes térmicas em sistemas fermidnicos, com o fator (1—21%) codificando a
exclusdo de Pauli. A Figura 5 destaca a universalidade da funcdo zeta como elo entre
estatistica quantica e andlise espectral.

A Figura 6 ilustra o comportamento do logaritmo do determinante zeta-

regularizado do Laplaciano unidimensional com condi¢cdes de contorno de Dirichlet. A
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dependéncia linear em log(2L) confirma o resultado analitico det’(A) = 2L, mostrando
que a regularizagdo-zeta converte um produto infinito de autovalores em uma fungao
suave do parametro geométrico L. Esse resultado é central em correcdes de um-laco e
acOes efetivas, evidenciando como a zeta permite preservar informagdes geométricas
essenciais apds o processo de regularizacao.

Na Figura 7, o comportamento do termo lider do traco do heat kernel,

~1/2 revela explicitamente a divergéncia ultravioleta associada ao

proporcional a (4t)
limite t > 0. A linearidade da curva em escala log—log confirma a previs3o analitica da
expansdo assintdtica do heat kernel e, consequentemente, a estrutura de polos da
funcdo zeta espectral associada ao operador. Esse grafico estabelece de forma visual a
ponte conceitual entre renormalizacdo espectral, heat kernel e funcdo zeta, que
constitui o ndcleo matemadtico de inuUmeras aplicagdes em Mecanica Quantica e Teoria
Quantica de Campos.

Por fim, a Figura 8, que apresenta as partes imagindrias dos primeiros zeros nao
triviais da funcdo zeta de Riemann, sugere uma estrutura de niveis com crescimento
aproximadamente regular. Embora ndo represente um espectro fisico no sentido
estrito, o padrdo observado é compativel com as previsdes estatisticas de sistemas
guanticos cadticos e reforca as conexdes propostas entre os zeros da funcdo zeta,
matrizes aleatdrias e caos quantico. A Figura 8 amplia o escopo do artigo ao mostrar que
a funcdo zeta ndo se limita a aplicacGes técnicas, mas também aparece como objeto
central em conjecturas profundas sobre a natureza espectral de sistemas quanticos.

Em sintese, a analise conjunta das Figuras 1 a 8 demonstra que a funcao zeta de
Riemann atua como um principio organizador na Mecéanica Quantica: regulariza
divergéncias, fecha integrais universais, preserva informacao geométrica e conecta
espectros quanticos a estruturas matematicas profundas. Os resultados numéricos
apresentados ndo apenas confirmam expressdes analiticas conhecidas, mas também
fornecem uma leitura geométrica e espectral que reforca a relevancia contemporanea

da funcdo zeta como ferramenta conceitual e computacional na Fisica Moderna.

4 CONCLUSAO
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O presente artigo teve como objetivo central analisar, de maneira sistematica e
tecnicamente fundamentada, o papel da fun¢do zeta de Riemann na Mecanica Quantica,
com énfase em processos de regularizacdo analitica, somas espectrais e integrais
quanticas, ilustrados por aplicagdes paradigmaticas e visualizagdes numéricas. Ao longo
do trabalho, ficou evidenciado que a zeta de Riemann ndo constitui apenas um artefato
matemadtico auxiliar, mas sim um elemento estrutural profundo, capaz de organizar,
interpretar e unificar fendmenos quanticos que, a primeira vista, surgem como
formalmente divergentes ou desconectados.

Do ponto de vista da Matematica, o artigo reforca a relevancia da funcdo zeta
como ponte natural entre andlise complexa, teoria espectral, teoria das distribuicGes e
operadores diferenciais elipticos. As aplicacdes discutidas, especialmente aquelas
envolvendo determinantes funcionais, zetas espectrais e heat kernel, evidenciam como
técnicas originalmente desenvolvidas no contexto da teoria dos nimeros e da andlise
funcional encontram realizacdes concretas em problemas fisicos reais. Nesse sentido, o
trabalho contribui para a valorizagdo da matematica aplicada de alto nivel, mostrando
gue conceitos abstratos, como continuacdo analitica, polos, residuos e séries
divergentes, adquirem significado fisico preciso quando inseridos em um arcabouco
espectral adequado.

Sob a perspectiva da Fisica, particularmente da Mecanica Quantica e da Fisica
Matematica, os resultados discutidos confirmam a func¢do zeta como uma ferramenta
conceitual indispensavel na formulacdo moderna de energias de vacuo, correcbes de
um-lacgo, estatistica quantica e métodos de quantizacao espectral. A andlise do efeito
Casimir, das integrais de Bose—Einstein e Fermi—Dirac, bem como da relacdo entre heat
kernel e zeta espectral, evidencia que a zeta fornece uma linguagem unificadora para
tratar tanto sistemas quanticos de poucos graus de liberdade quanto campos quanticos
efetivos. Ademais, a discussdo sobre os zeros nao triviais da zeta e suas conexdes com
caos quantico amplia o horizonte do artigo ao inserir a temdtica em um cenario de
pesquisa contemporaneo e ainda aberto.

No ambito da academia, este trabalho oferece uma contribuicdo integradora, ao
articular resultados cldssicos consolidados com desenvolvimentos recentes da
literatura, apresentando-os de forma coerente e acessivel a pesquisadores de diferentes

areas afins. O artigo pode servir como material de referéncia para estudantes de pds-
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graduacao e pesquisadores que desejam compreender como ferramentas matematicas
sofisticadas sdo efetivamente empregadas em problemas quanticos concretos. Além
disso, ao enfatizar o papel da regularizacdo-zeta como método rigoroso e sistematico, o
estudo contribui para a formagdo de uma cultura cientifica mais atenta aos
fundamentos matemadticos subjacentes as teorias fisicas.

No contexto do ensino, especialmente no ensino superior e na pds-graduagao
em Fisica e Matematica, o artigo apresenta potencial significativo como recurso
didatico. A combinacdo entre dedugdes analiticas e visualizagBes gréficas facilita a
compreensdao de conceitos abstratos, como regularizacdo de divergéncias e
interpretacao espectral de operadores. Dessa forma, o trabalho pode auxiliar na
transicdo do estudante entre uma Mecanica Quantica mais operacional e uma
abordagem mais conceitual e matematica, caracteristica da Fisica Moderna e da Fisica
Matematica.

Em termos de pesquisa, o artigo reforca a funcdo zeta de Riemann como um eixo
fértil para investigacGes futuras. As aplicacOes discutidas apontam para extensdes
naturais, como o estudo de zetas generalizadas (Hurwitz, Epstein, Selberg), geometrias
nao triviais, operadores singulares, sistemas com desordem e conexdes com informacgao
guantica. Assim, o trabalho ndo apenas sistematiza conhecimentos existentes, mas
também abre caminhos para novas investigacGes interdisciplinares, nas quais
Matematica e Fisica se retroalimentam.

No que se refere a sociedade, embora o contelddo seja eminentemente tedrico,
sua importancia ndo deve ser subestimada. Muitos avangos tecnoldgicos
contemporaneos, desde nanotecnologia até dispositivos quanticos, dependem de uma
compreensao profunda de flutuagdes quanticas, espectros e efeitos de fronteira, como
o Casimir. Ao fortalecer os fundamentos tedricos dessas areas, estudos como este
contribuem indiretamente para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico, além de
promover uma visdo mais integrada do conhecimento humano, na qual matematica
abstrata e realidade fisica se encontram.

Por fim, é fundamental reconhecer as limitagdes do estudo. O artigo concentrou-
se em aplicacdes selecionadas e representativas, ndo esgotando a vasta gama de
contextos em que a fungdo zeta de Riemann e suas extensdes aparecem. Além disso, as

visualizacbes numéricas apresentadas tém carater ilustrativo e ndo substituem analises
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rigorosas em geometrias mais complexas ou em modelos fisicamente mais realistas.
Outro limite diz respeito a conexdo entre zeros da zeta e espectros quanticos, que
permanece, em grande medida, no nivel conjectural e heuristico, carecendo de uma
formulagao fisica plenamente estabelecida.

Apesar dessas limitacdes, considera-se que o trabalho cumpre seu propdsito
fundamental: demonstrar que a fungdo zeta de Riemann constitui um instrumento
conceitual e técnico de primeira grandeza na Mecanica Quantica contemporanea. Ao
integrar regularizacdo, métodos espectrais e aplicagdes fisicas sob um mesmo
arcabouco analitico, o artigo reafirma a relevancia permanente dessa funcao
matematica ndo apenas para a teoria dos numeros, mas para a compreensao profunda

da estrutura quantica da natureza.
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